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全体提携と呼ばれる.プレイヤーの数を n とすると,協カゲームの解は,  n 次元実数ベクトルカ  \ovalbox{\tt\small REJECT},
あるいは,その集合として与えられる.前者は値 (value) や一点解と呼ばれる.各  n 次元実数ベ
クトルは,各プレイヤーが分担する費用や受取る利得,各プレイヤーの影響力を示している.協
カゲームの代表的な解として,コア,Shapley 値 [5], 仁 [4] などが知られている.コアは,通常,
 n次元実数ベクトルの集合になるが,Shapley 値や仁は常に一つの  n次元実数ベクトルである.
























2 協カゲームの理論と Shapley 値
 N=\{1,2, n\} をプレイヤーの集合とし,  v を  v(\emptyset)=0 を満たす  2^{N} から  Rへの関数とする.
このとき,協カゲームは対  (N, v) で与えられる.プレイヤーの集合  S\subseteq N は提携と呼ばれ,関数
値  v(S)\in R は提携  S が形成されたときに,  S が得る利得を表す.  v(S) は  S の提携値と呼ばれる.
 G(N) を協カゲーム  (N, v) の全体とする.簡便のため,プレイヤーの集合は固定されているの
で,協カゲーム  (N, v) を単に  v と表すことにする.協カゲームに対して利得ベクトルを与える関
数を  \pi :  G(N)arrow R^{n} とする.  \pi の第  i 成分を  \pi_{i} と表すことにする.
Shapley 値は,ナルプレイヤーのゼロ評価,対称性,効率性,加法性なる四公理により特徴付け
られる.プレイヤー  i を含む任意の提携  S\subseteq N に対して,  v(S)-v(S\backslash i)=0 となるとき,プレイ
ヤー  i をナルプレイヤーという.ナルプレイヤーのゼロ評価の公理とは,  i がナルプレイヤーであ
れば,  \pi_{i}(v)=0が成り立つことをいう.対称性公理とは,  v(S\backslash i)=v(S\backslash j) ,  \forall S\subseteq N such that
 \{i, j\}\subseteq S のとき,  \pi_{i}(v)=\pi j(v) が成り立つことをいう.効率性公理とは,   \sum_{i\in N}\pi_{i}(v)=v(N)
が成り立つことをいう.二つの協カゲーム  v,  w\in G(N) の和ゲーム  v+w\in G(N) を  (v+w)(S)=
 v(S)+w(S),  \forall S\subseteq N と定義すると,加法性公理は,  \pi(v+w)=\pi(v)+\pi(w)\forall v,  w\in G(N) を
満たすことをいう.Shapley 値はこれら四つの公理を満たす唯一つの  \pi :  G(N)arrow R^{n} であること
が知られており [5] , これを  \phi で表すと,次のように表現される.
  \phi_{i}(v)=s^{S\ni i}\sum_{\subseteq N}\frac{(|S|-1)!(n-|S|)!}{n!}(v(S)-
v(S\backslash i)), \forall i\in N (1)
ただし,  \phi_{i} は  \phi の第  i 成分を表し,  |S| は提携  S に帰属するプレイヤー数を表す.
式(1) はShapley 値の最もよく知られた定義式であるが,ここでは Harsanyi dividend を用いた
Shapley 値の別表現を紹介する.任意の提携  T\subseteq N に対して,  v(T) のHarsanyi dividend  d(v, T)
は以下のように定義される :
 d(v,  T)=\sum_{S\subseteq T}(-1)^{|T|-|S|}v(S), \forall T\subseteq N . (2)
Harsanyi dividend  d はゲーム  v のメビウス変換とも呼ばれる.これは,ゲーム  v において提携
 Tが形成されることによって生じる相互作用となっている.つまり,提携  T が形成されることに
よって生じる,利得の増加度を表している.
 v と  d の間に次の関係が成り立つことが知られている.
 v( T)=\sum_{S\subseteq T}d(v, S), \forall T\subseteq N . (3)
Harsanyi dividend  d を用いて,Shapley 値は以下のように定義されることが知られている.
  \phi_{i}(v)=\sum_{T\subseteq N,T\ni i}\frac{d(v,T)}{|T|} , for all  i\in N . (4)







不完備ゲームは,プレイヤーの集合を  N=\{1,2, n\} , 提携値がわかっている提携の集合を
 \mathcal{K}\subseteq 2^{N} , 関数  v :  \mathcal{K}arrow R によって特徴づけることができる.すなわち,不完備ゲームは3重対
 (N, \mathcal{K}, v) によって定められる.ただし,  \emptyset\in \mathcal{K} とし,  v(\emptyset)=0 と仮定する.また,全体提携に対





本研究では,  N と  \mathcal{K} は固定して考えるので,不完備ゲーム  (N, \mathcal{K}, v) を単に  v と記すこともあ
る.  \mathcal{K} における全ての不完備ゲームの集合を  \Gamma^{\mathcal{K}} と記す.
4 不完備ゲームの Shapley 値とその公理系からの導出
不完備ゲームの Shapley 値を定義するために,次のような仮定を与える,
任意の提携  S\subseteq N の各メンバーは  S の得る市vidend を等分割する.  S\in \mathcal{K} ならば,  S の全部
分提携から分配された市vidend の総和は  v(S) となる.  S\not\in \mathcal{K} ならば,  S の得る dividend はゼロ
とする.
次に,不完備ゲームにおける Harsanyi dividend を得る方法であるが,通常の完備ゲームにお
ける Harsanyi dividend を得る式 (2) を使うことはできない.そこで,次のような手続きを考え
る.  v を任意の不完備ゲームとする.また,再帰的に2つの関数  z:2^{N}arrow R^{n} と  d:2^{N}arrow R^{n} を
以下のように定義する :
 z(v, \emptyset)=0, d(v, \emptyset)=0 , (5)
 z(v, S)= \sum_{T\subset S}d(v, T) , (6)
 d(v, S)=\{\begin{array}{ll}
0,   if S\not\in \mathcal{K},
v(S)-z(v, S) ,   if S\in \mathcal{K}.
\end{array} (7)
これより,全ての  S\subseteq N に対する市vidend  d(v, S) が求められることがわかる.
以上より,不完備ゲームに対する Shapley 値  \phi^{\mathcal{K}} :  \Gamma^{\mathcal{K}}arrow R^{n} を以下のように定義する :
  \phi_{i}^{\mathcal{K}}(v)=\sum_{T\in \mathcal{K},T\ni i}\frac{d(v,T)}{|T|} , for all  i\in N. (8)
既知提携  T\in \mathcal{K} は  Tの得る Harsanyi dividend をそのメンバー問で等分割する.未知提携  T\not\in \mathcal{K}
については,その Harsanyi dividend はゼロとなっており,各メンバーが得る利得もゼロとなる.
次に,提案解  \phi^{\mathcal{K}} の公理系からの導出を行う.任意のベクトル関数  \sigma を  \sigma :  \Gamma^{\mathcal{K}}arrow R^{n} とする.
Definition 1 提携  S\in \mathcal{K} について,任意の提携  T\in \mathcal{K} に対して以下が成り立つとき,  S を
 v\in\Gamma^{\mathcal{K}} におけるキャリアと呼ぶ.
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1.  S\cap T\in \mathcal{K} ならば,  v(T)=v(S\cap T)




Axiom 1  v\in\Gamma^{\mathcal{K}},  v におけるキャリアを  S\in \mathcal{K} とする.このとき,以下が成り立つ.
  \sum_{i\in S}\sigma_{i}(v)=v(N) . (9)
Axiom 1は,キャリアに含まれないプレイヤーには利得は分配されないということを表して
いる.
2つの不完備ゲーム  v,  w\in\Gamma^{\mathcal{K}} について,その和ゲーム  v+w を以下のように定義する :
 (v+w)(S)=v(S)+w(S) for all  S\in \mathcal{K} . (10)
Axiom 2  v,  w\in\Gamma^{\mathcal{K}} とする.このとき,以下が成り立つ.
 \sigma(v+w)=\sigma(v)+\sigma(w) . (11)
Axiom 2は,2節で述べた,Shapley 値の公理の一つである加法性公理を,不完備ゲームヘ一
般化したものとなっている.
Axiom  3S\subseteq T となるような任意の  S,  T\in \mathcal{K} に対して,  v(S)\leq v(T) となるような  v\in\Gamma^{\mathcal{K}} を
考える.このとき,以下が成り立つ.




Definition 2提携  S\in \mathcal{K} について,任意の  T\in \mathcal{K} に対して以下が成り立つとき,  S を  v\in\Gamma^{\mathcal{K}}
における必須提携と呼ぶ.
 S\cap T^{c}\neq\emptyset\Rightarrow v(T)=0 . (13)
メンバー全員が集まらないと利得を得ることができないような提携を必須提携と呼ぶ.
Axiom  4v\in\Gamma^{\mathcal{K}} とする.  S\in \mathcal{K} が  v における必須提携であるとき以下が成り立つ.
 \sigma_{i}(v)=\sigma_{j} (v) for all  i,  j\in S. (14)
Axiom 4は,必須提携の各メンバーに分配される利得は等しいということを表している.また
Axiom 4は,2節で述べた,Shapley 値の公理の一つである対称性公理を , 不完備ゲームへ拡張
したものとなっている.
このとき,次の定理を得た.
Theorem 1  \phi^{\mathcal{K}} はAxiom  1\sim 4 を満たす  F^{\mathcal{K}} 上の唯一つの解である.
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Table. 1: 各提携,各プレイヤーの dividend と提案解  \phi^{\mathcal{K}}
5 数値例
プレイヤーの全体を  N=\{1,2,3,4\} , 既知提携の全体を
 \mathcal{K}=\{\{1\}, \{2\}, \{3\}, \{4\}, \{1,2\}, \{3,4\}, \{1,2,3\}, \{1,2,3,
4\}\} (15)
とする.
不完備ゲーム  v を,  v :  \mathcal{K}arrow R とし,提携値を以下のように定義する :
 v(\{1\})=5, v(\{2\})=3, v(\{3\})=2, v(\{4\})=0, (16) v(\{1,2\})=10, v(\{3,4\})=5, v(\{1,2,3\})=15, v(\{1,2,3,4\})=20.





まず,与えられた不完備ゲームに対して,Harsanyi のアプローチを用いた Shapley 値の提案を
行った.具体的には,既知提携のHarsanyi dividend は元のゲームの dividend を用い,未知提携


















最後に,完備ゲームの Shapley 値の公理系は数多く存在し,本論文で挙げた Shapley による公
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